Universidade Estadual de Maringa

T |
_\B/A< Centro de Ciéncias Exatas

J\ Departamento de Fisica

Trabalho de Conclusao de Curso

Estudo do modelo SIR por meio de solucoes

numeéricas

Académico: Andrey Karvat
Orientador: Prof. Dr. Miguel Jorge Bernabé Ferreira

Coorientador: Prof. Dr. Breno Ferraz de Oliveira

Maringa, 2025



Universidade Estadual de Maringa

- |
\Y/\ Centro de Ciéncias Exatas
J\ Departamento de Fisica

Trabalho de Conclusao de Curso

Estudo do modelo SIR por meio de solucoes

numeéricas

Trabalho de Conclusao de Curso apresen-
tado ao Departamento de Fisica da Uni-
versidade Estadual de Maringa, sob orien-
tacao do professor Dr. Miguel Jorge Ber-
nabé Ferreira, como parte dos requisitos
para obtencao do titulo de bacharel em
Fisica

Académico: Andrey Karvat
Orientador: Prof. Dr. Miguel Jorge Bernabé Ferreira

Coorientador: Prof. Dr. Breno Ferraz de Oliveira

Maringa, 2025



Sumario

Agradecimentos

Resumo

Introducgao

1 Equacgoes Diferenciais e Solugdoes Analiticas

1.1

1.2

Equagoes Diferenciais . . . . . . . . ...
1.1.1 Notagoes . . . . . . . . . .
1.1.2  "Love Story": O Uso de EDOs para Descrever Relacionamentos

Resolugao Analitica de uma EDO . . . . .. .. ... ... ... ... ...

2 Solugoes Numéricas

2.1

2.2

Solucoes Deterministicas por Runge-Kutta . . . . . ... .. ... .. ...
2.1.1 Método de Runge-Kutta de Primeira Ordem . . . . . . . .. .. ..
2.1.2 Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem . . . . ... ... ...
2.1.3 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem . . . . . . ... .. ...
2.1.4 Método de Runge-Kutta-Fehlberg . . . . . . . ... ... ... ...
Solugoes Estocasticas por Monte Carlo . . . . . .. .. .. ... ... ...
2.2.1 Definicdo . . . . ..
2.2.2 Historico . . . . . . . ..
2.2.3 Exemplos . . . ..
2.2.4  Algoritmo para o Modelo SIR . . . . . ... ... ... ... ....

3 Epidemiologia

3.1
3.2

3.3
3.4

Historico . . . . . . . . . .
Epidemiologia Matematica . . . . . . . . . ... ...
3.2.1 Modelo SIR . . . . . . . .
Numero Basico de Reproducao e Numero Efetivo de Reproducao . . . . . .
Imunidade de Rebanho . . . . . . . . .. ... o oo

4 Resultados

4.1
4.2

4.3

Comparagao entre os Métodos Deterministicos . . . . . . . .. ... .. ..

Resultados Deterministicos . . . . . . . . . . . . . ...
421 Ry >1 . oo
422 Ro<1 .o
423 Ro=1 .. . . .

4.2.4 Imunidade de Rebanho . . . . . . . . . . ...
Resultados Estocasticos . . . . . . . . .

iii

iv

15
15
16
16
17
19



431 Ro>1 . oo 26

432 Ro<1 .. . . . e 28

433 Ro=1 ... . . e 29

4.3.4 Imunidade de Rebanho . . . . . . .. ... ... oo 30

4.4 Comparacao entre Solugoes Deterministicas e Estocasticas . . . . . . . .. 32
Consideracgoes Finais 34
Referéncias Bibliograficas 35

i



Agradecimentos

Primeiramente, agradeco a Deus por ter me dado forgas e esperanca para seguir em
frente, foi necessario.

Aos meus orientadores, Miguel Jorge Bernabé Ferreira e Breno Ferraz de Oliveira, pela
orientagao e paciéncia.

A UEM e ao DFI por tudo o que aprendi e pelas pessoas que conheci.

Ao MUDI, trUEM e Newston, projetos que, além da bolsa, me ensinaram muito e me
permitiram conhecer grandes amigos. Agradego especialmente aos professores Celso Ivam
Conegero, Jurandir Hillmann Rohling e Luciano Carvalhais Gomes, meus orientadores
no MUDI, e, novamente, ao professor Breno Ferraz de Oliveira, coordenador do trUEM
e Newston, que foi meu orientador no PIC e sempre me ajudou e ensinou durante a
graduagao.

Agradeco a professora Hatsumi Mukai, por ter ministrado a disciplina de TCC e por
todo o auxilio na organizacao.

Ao professor Mauro Luciano Baesso, por ter ministrado a disciplina “Fundamentos e
histéria da Microscopia Optica para obtencdo de imagens de espécimes biolégicos e de
assinaturas espectrais: Teoria e Pratica”, em que aprendi muito, e considerei importante
para minha formagao.

Aos meus amigos, André Resun, que sempre esteve disposto a me ajudar em qualquer
situagao, por ter me iniciado no mundo da confeitaria, por me fazer ter uma vida social em
Maringa, e me mostrar que cigarro nao vale a pena, porque é caro. Luana Duarte, por ter
me ajudado a conseguir uma bolsa no MUDI, me feito aprender mais de quimica do que
eu gostaria, e pela companhia e fofocas nas noitadas no museu. Marcia Cervantes, por ter
me arrumado um emprego, tentado me ensinar o “jeito certo” de descascar mamao, e pelas
conversas sobre GoT no RU. E, em especial, Joao Pedro, minha dupla de laboratoério desde
sempre, que sempre pagou minhas dividas, me ajudou a estudar para todas as provas, me
fez voltar a tocar guitarra, tornando-se mais que um amigo, um colega. E, por tultimo,
mas nao menos importante, Yasmin Tami, a principal cobaia para experimentar meus
bolos, por nunca ter roubado minhas tupperwares, por ouvir tanto as fofocas quanto os
desabafos, pelas licoes sobre esmaltes, shampoos e culinaria, por toda a ajuda em resolver
listas e estudar para provas e, principalmente, pela ajuda no TCC, me emprestando livros,
e me obrigando a parar de procrastinar.

A todos os demais amigos, colegas e professores que me ajudaram direta ou indireta-
mente durante a graduacao.

Agradeco também a minha teimosia, ou talvez burrice, pois sempre que pensei em
desistir do curso, pensava que nao valeria a pena, que estava “quase” terminando.

Ao Paramore, Linkin Park, RHCP, Katy Perry, Taylor Swift, Dio, DragonForce,
Rihanna, Lady Gaga e Nightwish pela trilha sonora.

E, finalmente, agradeco a minha familia, por todo o apoio que me deram, nao so
durante a graduacgao, mas em toda a minha vida.

1ii



Resumo

Neste trabalho resolveu-se o modelo SIR numericamente de forma deterministica e esto-
castica, para diferentes valores de Ry, e havendo, ou nao, imunidade de rebanho. Para
as solugoes estocasticas resolveu-se pelo método de Monte Carlo off-lattice. Para as de-
terministicas, pelos métodos de Euler, Runge-Kutta de 2* ordem, Runge-Kutta de 42
ordem e Runge-Kutta-Fehlberg. Além disso, fez-se uma comparagao entre os métodos
deterministicos, por meio de seus resultados e tempos de execucao.

Palavras chave: Runge-Kutta, Modelo SIR, Método de Monte Carlo.
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Introducao

As epidemias, ao longo da historia, se mostraram um grande desafio enfrentado pela
humanidade [1], causando mais mortes do que guerras. Entre os exemplos mais devasta-
dores, destacam-se a Peste Negra, que, em apenas trés anos, foi responsavel pela morte
de aproximadamente um quarto da populacao europeia, e, mais recentemente, a COVID
19 [2] que, no periodo de 2 anos, matou cerca de 14,9 milhdes de pessoas, direta ou in-
diretamente, ao redor do globo. Visto o grau de periculosidade, e o fato de nao ser um
problema restrito ao passado, torna-se vital o estudo sobre doencas, visando tanto uma
prevencao, quanto um combate mais eficaz. O presente trabalho explora uma abordagem
matematica sobre a difusao de doencas, o objetivo é encontrar solugoes estocésticas, pelo
método de Monte Carlo off-lattice', e numéricas, pelo método de Runge-Kutta, para as
equacoes diferenciais ordinarias do modelo SIR.

Em 1927, William Kermack e Anderson McKendrick publicaram o artigo “Contribu-
tion to the Mathematical Theory of Epidemics” [3], no qual introduziram o modelo SIR
(Suscetiveis, Infectados, Recuperados). Esse modelo é capaz de descrever a evolugao de
surtos epidémicos, ao dividir a populacao em grupos, e estudar suas interagoes ao longo
do tempo. Essa dinamica entre os diferentes grupos é descrita por um sistema de EDOs.

Assim como afirma Strogatz: “In the 300 years since Newton, mankind has come to
realize that the laws of physics are always expressed in the language of differential equa-
tions.” [4]. As equagoes diferenciais (EDs) sao consideradas a “linguagem da natureza”,
pois permitem descrever fenémenos fisicos, quimicos e biolégicos de forma precisa.

Essa classe de equagoes descreve relagoes entre uma fungao f e suas derivadas, sendo
indispensavel a presenca de pelo menos uma derivada para que a equacao seja classificada
como diferencial [5]. Além disso, diferente das equagoes algébricas, cujas solugoes sao
numeros especificos, as solugoes de equacoes diferenciais sao fungoes. Tais equagoes sao
utilizadas para descrever como um determinado sistema evolui, de acordo com uma varia-
vel independente, tais como tempo ou espaco, e podem ser classificadas como Equagoes
Diferenciais Ordindrias (EDOs), ou Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs).

Embora o modelo SIR seja amplamente utilizado, encontrar suas solugoes, de forma
analitica, é possivel apenas em casos especificos. Em situagoes mais complexas, como
aquelas com parametros variaveis ou cenarios realistas, torna-se necessario o uso de méto-
dos numéricos. O método de Runge-Kutta destaca-se por ser uma técnica numérica efici-
ente e com resultados, embora aproximados, altamente acurados para a solucao de EDOs,
permitindo resolver de forma satisfatéria as equagoes diferenciais do modelo SIR [5].

Apesar de sua elevada exatidao, o método de Runge-Kutta depende do tamanho do

LA traducdo livre seria "fora da malha'ou "fora da grade". No entanto, o padrio na literatura cientifica
é utilizar o termo em inglés, devido a sua ampla aceitagdo na area

2Contribuicdo para Teoria Matemética das Epidemias.

3Nos 300 anos desde Newton, a humanidade percebeu que as leis da fisica sdo sempre expressas na
lingua de equacgdes diferenciais.



passo de integracao. Passos muito grandes podem resultar na perda de informagoes cri-
ticas da solucao, enquanto passos muito pequenos podem aumentar desnecessariamente
o custo computacional. Para lidar com esse problema, utiliza-se o passo adaptativo, um
algoritmo que ajusta automaticamente o tamanho do passo de integracao de acordo com
as caracteristicas locais da solugao, garantindo um equilibrio entre precisao e eficiéncia
computacional [6].

Além disso, sera utilizada a simulacao de Monte Carlo, uma técnica desenvolvida por
John von Neumann e Stanislaw Ulam durante a Segunda Guerra Mundial. Este método
baseia-se na realizagdo de simula¢oes com amostras aleatérias, ou pseudo-aleatorias, para
estimar solugoes numéricas de problemas complexos, como a integracao de curvas nao
lineares ou sistemas estocasticos. A simulacao de Monte Carlo é particularmente 1util em
contextos em que ha incertezas ou variacoes aleatorias nos parametros, o que pode ser
aplicado ao modelo SIR para explorar diferentes cenarios de propagacao de doengas [7].

Neste trabalho, sera aplicado o método de Runge-Kutta de ordens superiores, com
passo adaptativo, em conjunto com a simulacao de Monte Carlo off-lattice, para resolver
o modelo SIR, e analisar sua dindmica sob diferentes condi¢oes. Sera utilizado a linguagem
de programacao C, para fazer os calculos e simula¢oes, Gnuplot para os graficos, e Shell
para automatizar o processo. O objetivo é proporcionar uma compreensao mais profunda
da propagacao de doencas infecciosas, combinando acuracia numérica com a flexibilidade
proporcionada por métodos estocasticos.

O presente trabalho esta organizado em quatro capitulos. O primeiro capitulo aborda
as equagoes diferenciais, apresentando métodos de solucao analitica. O segundo capitulo
explora as solugoes numéricas, sendo a primeira se¢ao dedicada ao método deterministico
de Runge-Kutta e a segunda ao método estocastico de Monte Carlo. No terceiro capitulo, o
foco esta na epidemiologia, incluindo seu histérico, o modelo SIR, e conceitos fundamentais
como o nimero basico de reproducao e imunidade de rebanho. Por fim, o quarto capitulo
apresenta os resultados obtidos: a primeira se¢do compara a eficiéncia entre os métodos
deterministicos, enquanto a segunda e a terceira se dedicam as solugoes deterministica e
estocédstica do modelo SIR em diferentes cenarios. A tltima secao discute as diferencas
entre esses métodos em situagoes extremas.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais e Solucoes
Analiticas

Neste capitulo serd abordado o que sao equacgoes diferenciais, seus tipos, diferentes
usos, notagoes, e como resolve-las analiticamente.

1.1 Equacoes Diferenciais

Equagoes sao igualdades que relacionam duas expressoes, em que em pelo menos uma
ha a presenca de uma incognita. Equagoes algébricas apresentam como incognitas nu-
meros, por sua vez as equacgoes diferenciais tem como incognitas fungoes, as quais estao
relacionadas as suas derivadas [8]. Uma equacao diferencial é, portanto, uma igualdade
que relaciona uma ou mais incoégnitas de um determinado sistema, com suas derivadas.
Equagoes diferenciais em que suas fungoes possuem apenas uma variavel independente, e
que resultam em uma solugao na qual a fungao possui apenas uma variavel sdo chamadas
de equacoes diferenciais ordinarias. Caso a equacao possua mais de uma variavel inde-
pendente e resulte em uma solugao em que a funcdo possua mais de uma variavel, ela é

chamada de equagao diferencial parcial. Neste trabalho, ira se focar exclusivamente nas
EDOs [5].

1.1.1 Notacgoes

Como dito anteriormente, uma ED relaciona uma fungao a pelo menos uma de suas de-
rivadas, porém existem diversas formas de representar derivadas em uma equacgao. Entre
elas estao:

o Notacgao de Leibinz

n
ZZZ"Z' (1.1)
Na notagao (1.1), a representa a funcao que esté sendo derivada, b indica em relagao
a qual varidvel a funcao estd sendo derivadal, e n exprime a ordem da derivacio.
Tal notacao é conhecida como notacao de Leibniz, e estd em sua forma mais geral.
Ao adotar n = 1, uma derivada de primeira ordem, pode-se omitir n, ficando com:

La = a(b)



da

=3 (1.2)

A notagao (1.2) indica que a funcdo a estd sendo derivada em relagao a varidvel b
apenas uma vez, ou seja, uma derivada de primeira ordem.

o Notacgao da definicao por limite

da y a(b+h) — a(b)‘

b hS0 h (1.3)
A expressao (1.3) apresenta a derivada da fun¢do a em relagao a b.
o Notagao de Lagrange
F(x), (1.4)

onde f(x) em (1.4) é a fungdo que estd sendo derivada, neste caso em relagao a
variavel x, e n indica a ordem da derivacao. Em derivacoes de até terceira ordem,
nessa notagao, escreve-se n como ', ” e ” | respectivamente para derivadas de pri-
meira (f'(z)), segunda(f”(x)) e terceira (f"”(x)) ordem, para derivadas de ordens
mais altas, segue-se representando n com os algarismos indo-arabicos, ou romanos.
Tal notacao é chamada de notacao de Lagrange, geralmente utilizada para denotar

derivadas em relacao ao espaco.

» Notacao de Newton

Y, (1.5)

. (1.6)

As notagoes (1.5) e (1.6) representam respectivamente as derivadas de primeira e
segunda ordem da funcao y em relagao ao tempo. Tal notacao é chamada de notagao
de Newton, e é utilizada apenas em derivadas temporais, cada ponto em cima da
funcao indica uma ordem de derivacao.

Embora existam outras notacoes, como a notacao de operadores® e as notacoes de
derivadas parciais 3, preferiu-se enfatizar as notacoes de Leibniz, Lagrange, Newton e a
definicao por limite por serem, geralmente, as mais encontradas.

E importante ressaltar que, embora existam diferentes formas de representar deriva-
das, e seja conveniente utilizar cada notagao em casos especificos, o significado da derivada
permanece o mesmo: uma medida da variacao infinitesimal de uma funcao em relacao a
uma variavel independente. Geometricamente, a derivada pode ser interpretada como a
inclinacdo da reta tangente a um ponto da curva que representa a funcdo. Essa inter-
pretacao nao apenas facilita a visualizacdo, mas também conecta conceitos abstratos a

2Bastante utilizada em determinados tipos de resolucdes analitica de ED
3Bastante utilizadas em EDPs [5]



aplicagao pratica, permitindo resolver problemas que envolvem taxas de variagao, como
velocidade, aceleracao e crescimento populacional. Assim, a escolha adequada da notagao
e a compreensao de seu significado geométrico sao ferramentas fundamentais no estudo
das equagoes diferenciais [9].

As equagoes diferenciais sao ferramentas matematicas poderosas, que descrevem como
diferentes sistemas evoluem de acordo com a variacao de uma ou mais variaveis do mesmo
[10]. Esses sistemas podem pertencer aos mais variados contextos, como os fisicos (corpos
em movimento, dissipacdo de calor, propagacao de ondas), biolégicos (interagdo entre
presas e predadores, formagao de colonias de bactérias, propagacao de doencas, que seréd
discutida em capitulos posteriores), quimicos (decaimento de is6topos radioativos) [11], e
até sociais (como a dindmica de relacionamentos).

1.1.2 "Lowve Story": O Uso de EDOs para Descrever Relaciona-
mentos
4

Para ilustrar como equagoes diferenciais podem ser aplicadas em diferentes areas,
usaremos neste capitulo o sistema conhecido como love dynamics® [12], que propde um
modelo matematico para descrever como relacionamentos amorosos evoluem com o tempo.

Usando a nomenclatura encontrada na literatura, consideremos dois individuos: Ro-
meu e Julieta [13].

Romeu é apaixonado por Julieta, e quanto mais ela demonstra afeto, mais o amor dele
por ela cresce. Entretanto, se Julieta passa a nao gostar dele, o amor de Romeu por ela
diminui. Julieta, por outro lado, é mais dificil: quando Romeu a ama, ela o rejeita, mas
quando ele comega a perder o interesse, o amor dela por ele cresce. Essa dinamica, em
que o amor de ambos muda ao longo do tempo, pode ser descrita por meio de equacoes
diferenciais.

Analisando o caso de Romeu. Quanto mais Julieta ama ele, mais o amor dele por
ela cresce, em outras palavras a variacdo do amor do Romeu, denotado por R,..(t), é
proporcional ao amor da Julieta, denotado por J(t).

Ruoar(t) = aJ () (1.7)

A equacao (1.7) descreve como o amor de Romeu varia, sendo a uma constante de
proporcionalidade, tal que a > 0.
No caso da Julieta, seu amor por Romeu decai quando ele a ama, e cresce quando

ele a rejeita. Escreve-se a variacado do amor de Julieta como Jy4,(t), € 0 amor de Romeu
como R(t).

Jvar(t) = —bR(t) (1.8)

A equagao 1.8 descreve como o amor de Julieta varia, sendo b uma constante de
proporcionalidade, tal que b > 0.

Na matematica, como abordado anteriormente, a taxa de variacdo de uma funcao
é representada por sua derivada. Assim, a variacdo do amor que um sente pelo outro
é expressa pelas derivadas dos respectivos sentimentos. Dessa forma, temos o seguinte
sistema de equagoes diferenciais acopladas:

4T{tulo inspirado na cancdo "Love Story', de Taylor Swift (2008)
Sdinamica de relacionamentos



dR

— =aJ

j; (1.9)
Bt N

dt r

Essas duas equagoes (1.9) descrevem a variagao do amor de Romeu e Julieta e contém
derivadas explicitas, caracterizando-as como equagoes diferenciais. Observa-se que as
variaveis dependentes R e J estao interligadas em ambas as equagoes, esse sistema é
conhecido como sistema de equagoes diferenciais acopladas.

Este foi o primeiro modelo apresentado por Strogatz, embora seja simples, e consi-
derado nao muito realista [14], existindo outros mais completos, ele demonstra a ver-
satilidade e o poder das equacoes diferenciais em descrever variagoes nos mais diversos
contextos.

1.2 Resolucao Analitica de uma EDO

Nesta se¢ao, sera demonstrado o processo analitico de resolu¢ao de uma EDO, con-
forme descrito na literatura [15].
Considere a EDO que descreve o decaimento radioativo:

dNx
dt
em que Ny, em (1.10), é a fungdo que representa a quantidade de dtomos de um deter-
minado elemento quimico em relacao ao tempo, e Ax ¢ a constante de decaimento, que
indica a taxa de decaimento do elemento.
Para resolver a equagao (1.10), divide-se ambos os lados por Ny:

= —Ax Ny, (1.10)

1 dNx
Nx dt

Integrando ambos os lados da equagao (1.11) em rela¢do ao tempo ¢, obtém-se:

— (1.11)

1 dNy
X /—)\dt. 1.12
|5 (112

Ao resolver as integrais de (1.12), tem-se:

In Ny = -t +C. (1.13)
Elevando ambos os lados da equacao (1.13) a base e, obtém-se:
Nx = e MeC, (1.14)

Considerando a condicao inicial Nx(0) = Ny, em que Ny é a quantidade inicial de
atomos do elemento quimico [15], tem-se:

e = N,. (1.15)
Substituindo (1.15) em (1.14), a solucao final da EDO ¢ dada por:

Nx = Noe ™. (1.16)



A equagao (1.16) representa a solucao analitica da EDO (1.10), descrevendo o decai-
mento exponencial do nimero de atomos de um elemento quimico em fun¢ao do tempo.



Capitulo 2

Solucoes Numeéricas

Embora equagoes diferenciais sejam consideradas a linguagem do universo, a maioria
delas ou nao possuem solugodes analiticas, ou possuem, mas sao muito complicadas para
usar, ou possuem apenas para casos simples. E nesse contexto que surgem as solucoes
numeéricas. Métodos que fornecem uma solucao aproximada para tais equagoes, cada um
com uma particularidade, sendo ideal para casos diferentes [16].

Com o avanco da capacidade de processamento dos computadores, esses tornaram-
se grandes aliados para aplicar os métodos numéricos, tornando viavel a resolucao de
uma vasta gama de problemas complexos. Atualmente encontrar solugdes numéricas
para EDOs requere um baixo custo computacional, e fornece resultados extremamente
acurados [17].

Neste capitulo se abordara sobre diferentes métodos numéricos para resolver EDOs,
tanto de forma deterministica, quanto estocastica.

2.1 Solucgoes Deterministicas por Runge-Kutta

Dentre os diversos métodos numéricos que existem !, o método de Runge-Kutta (RK)
destacasse por ser extremamente acurado, sem requisitar um alto custo computacional?, e
eliminando todos os calculos de derivadas. Tal familia de métodos baseia-se em descobrir
um ponto n + 1 a partir de uma média ponderada de inclinagoes de retas que passam por
um ponto n, essas sao obtidas através manipulagao de um polinémio de Taylor apropriado
[18].

Uma vez que o RK baseia-se no ponto n para descobrir n+ 1, é necessario conhecer-se
pelo menos um ponto da func¢ao para resolvé-1a por meio do RK, tal ponto é chamado de
condicao inicial, ou seja, para resolver a ED ¢é necessario conhecer tanto a ED, como um
ponto qualquer da fungao [19].

Y= f(y,t),

u(to) = 10, (2.1)

! Alguns exemplos sdo: Método de Crank-Nicholson, Método de Elementos Finitos, Método Espectral,
entre outros.

?Essa familia de métodos, apresenta uma gama de métodos, cada um sendo ideal para determinados
tipos de complexidades de EDOs, utilizando o método certo na EDO certa obtém-se o equilibrio entre
acuracia e processamento.



A expressao (2.1) indica que y = f(y,t) é a ED, e que os pontos (¥, to) fazem parte
da solucao da ED. Tal expressao recebe o nome de problema do valor inicial (P.V.L.).
A férmula geral de RK é dada por:

Yn+1 = Yn + h(wlkl + wgk'g + ...+ U}mk?m), (22)

onde os termos w; em (2.2) sdo pesos constantes, tal que wy + wy + ... + w,, = 1, e k;
¢ o resultado de uma fungao em um certo ponto [8].

2.1.1 Meétodo de Runge-Kutta de Primeira Ordem

O método de Runge-Kutta de primeira ordem (RK1), também chamado de método de
Euler, é conhecido por sua simplicidade, esse método baseia-se em aproximar a solucao
da EDO usando pequenos passos na direcao da reta tangente a um ponto conhecido, ou
aproximado, da solugao da equagao [20].

Para sua dedugdo do considera-se o P.V.I. (2.3).

- ;
y=f(y1), (2.3)
y(to) = o,
e a defini¢ao da derivada por limite:
. YUn+1 — Yn
~ T TR 2.4
v - (2.4)
Rearranjando (2.4) para isolar y,,1, e considerando que h tende a 0, obtemos:
Ynt1 = Yn + hf(ym tn)' (25)

A expressao (2.5) é o RK1, e indica como encontrar um ponto y,1 que faz parte da
solugdo aproximada da equagdo. Nota-se que ao tomar m =1, wy =1 e k; = f(y,t) em
(2.2), obtemos (2.5).

Embora apresente uma férmula simples, o método de Euler é pouco utilizado em pes-
quisas importantes, pois tende a apresentar um erro consideravel em suas aproximacoes.
Tal erro se deve ao fato de sua acuracia ser dependente do tamanho do passo h. Para
tornar a aproximagao da expressao (2.4) em uma igualdade em (2.5) foi necessario as-
sumir um h que tendesse a 0, como existe um limite minimo que um valor pode ter em
um computador, RK1 possui uma precisao limitada. Outro fator que causa um erro na
aproximacao ¢é o fato que o RK1 utiliza segmentos de reta para fazer as aproximagoes, o
que funciona bem para EDOs lineares, mas nao muito para EDOs de ordens maiores, que
necessitariam de um h tendendo a 0 para serem aproximadas com acurdcia [21].

2.1.2 Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem

O Método de Runge-Kutta de segunda ordem (RK2) baseia-se parcialmente no RK1
para fornecer uma aproximagao mais acurada. Assim como em RK1, o RK2 encontra a
dire¢do para n + 1 a partir de n, por meio de (2.5), mas ao contrario de RK1 que assume
que essa equagao indica a posicao de n + 1 apds um passo h, RK2 considera que a ED
pode nao ser linear, por isso ao invés de dar um passo h na diregao de (2.5), é dado um
passo de tamanho %, encontrando um ponto n + %, e a partir de tal ponto é calculado

h

um novo ponto n + 1 por (2.5), em que novamente ¢ dado um passo 7, encontrando um



ponto m, o método termina dando-se um passo de tamanho h na direcao de m, a partir
do ponto n [§].
Considerando o P.V.I. (2.3), matematicamente a diregao de n + % para m ¢ dada por:

h h
k2 = f(yn + §k1>tn + 5)7 (26)

em que ky em (2.6) é dado por:

kl = f(yna tn)' (2'7)

Nota-se que (2.7) é a propria fungdo no ponto n.
Logo, para encontrar o ponto n+ 1 por meio de RK2, basta dar um passo h na direcao
de ko a partir de n. Matematicamente:

Yn+1 = Yn + hks. (28)

Juntando (2.7), (2.6) e (2.8) em uma expressao, temos:

kl = f(ymtn)v
ko = fyn + 2kit, + %), (2.9)
Ynt1 = Yn + hks.

A expressao (2.9) resume todos os passos necessarios para resolver uma EDO por RK2.

Nota-se que o RK2 possui mais calculos para encontrar n+ 1, a principio demandando
mais recursos computacionais, porém em troca do mair processamento ganha-se uma
maior acuracia na aproximag¢ao, sem recorrer a um h muito pequeno, o que em teoria
diminui o processamento necessario, pois com um A maior encontra-se menos pontos da
solucao.

Em (2.2) ao tomar m = 2, w; = 0 e wy = 1, obtém-se (2.8).

2.1.3 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem

Assim como o RK2 utiliza o RK1 para encontrar a solu¢ao aproximada, o método de
Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) faz uso do RK2 para obter sua aproximagao.

De inicio calcula-se a inclinagdo da reta tangente de n por meio de (2.5) (k1), da-se
um passo % nessa direcao, encontrando um ponto n + %, entao calcula-se a inclinagao em
tal ponto (k2), e da se um passo % a partir n na direcao dessa inclinagao, encontrando um
ponto ns+ %, calcula-se a inclinagao em tal ponto (k3), e dd-se um passo de tamanho h em
direcao de k3 a partir de n, encontrando um ponto ng, no qual calcula-se sua inclinacao
(k4), e por fim dd-se um passo na diregao de k4 a partir de n encontrando n + 1.

Considerando o P.V.I. (2.3), matematicamente o RK4 é dado por:

kl = f(ynatn>a

ky = f(yn + gklytn + %)a

ks = f(yn + %kz,tn + %), (2.10)
]{74 = f(yn + hkg 4+, + %),

Yni1 = Yn + 2(k1 + 2k + 2k + k).

Nota-se que ao tomar m = 4, w; = %, Wy = %, wsg = %, wy = % em (2.2), obtém-se a
expressao de y,4+1 em (2.10).
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O RK4 possui ainda mais passos que o RK2, em teoria demandando um processa-
mento maior, porém apresenta uma acuracia muito mais elevada, sem depender de um
h tao pequeno, resultando em uma boa aproximacao, sem demandar muitos recursos
computacionais, para equagoes mais complexas.

2.1.4 Método de Runge-Kutta-Fehlberg

O método de Runge-Kutta-Fehlberg (RKF), também conhecido como RK45, parte
das consideragoes [6]:

1. Quanto menor o passo h, menor o erro;
2. Métodos de ordens mais altas resultam em melhores aproximacoes;

3. Se a funcao da EDO for uniforme, o erro local vai variar em cada passo.

Analisando tais consideracgoes, conclui-se que, se o tamanho de A variar em cada
passo, é possivel manter o erro uniforme, otimizando o processamento dos calculos. Ao
considerar-se dois métodos, de ordens diferentes, o método de ordem maior resultara
em uma solu¢do mais proxima da analitica, e a diferenca entre as solugoes de ambos os
métodos é o erro local, assim estabelecendo um parametro para poder-se variar o valor
de h, tal método é chamado de passo adaptativo [6].

O RK45 leva consideragao os métodos RK4 e RK5® para calcular o erro dos passos [22].
O RKF possui um préprio conjunto de equagoes para inclinagoes que é dado por:

kl = f(yn7 n);
ky = f(yn+ ki ty + 3h),
ks = f(yn + Shki + s5hka, t, + 3h), (2.11)
ke = f(yn + %hk — B8hks + ;fgf;hkg,t +33h),
Para o calculo de y,.; em RK4, usa-se (2.11) em
25 1408 2197 1
= —ky— -k 2.12
Yn+1 yn+(216 1+2565 3+4104 475 5) ( )
e para o calculo de y,4+1 em RK5, usa-se (2.11) em:
16 6656 28561 9 2
Yn+1 = Yn + (71{1 + kS + k’4 — 7]{;5 + 71{36) (213)

135 12825 56430 20 95

Uma vez que o tamanho do passo h muda para se ajustar a equacao no RKF, para
usar tal método é necessario seguir um algoritmo [6]:

1. Calcular y,+1 em (2.12) e (2.13);

2. Fazer o médulo da diferencga dos y,,+1 de (2.12) e (2.13), chama-o de M;

3Método de Runge-Kutta de quinta ordem
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e Se M for maior que o erro maximo permitido e h > h,,;,, entao substitui-se h
por %h, e retorna-se ao passo 1 para recalcular-se o valor de v, ;.

« Senao aceta-se o resultado, e verifica-se se M ¢é menor que o erro minimo, caso
seja, dobra-se o valor de h.

2.2 Solucoes Estocasticas por Monte Carlo

Neste capitulo sera abordado a definicaio do método de Monte Carlo, seu historico,
alguns exemplos, e o algoritmo que serd usado para resolver o modelo SIR por meio de
tal método.

2.2.1 Definicao

O Método de Monte Carlo (MMC) ¢ uma técnica que utiliza aleatoriedade e repe-
ticao para resolver problemas numéricos complexos. Em esséncia, o MMC consiste em
realizar diversas simulagoes da evolucao de um determinado sistema, onde os valores de
certas variaveis sao escolhidos aleatoriamente em cada simulacao, resultando em diferentes
desfechos.

Utilizando principios como a Lei dos Grandes Numeros, é possivel interpretar os resul-
tados obtidos dessas simulagoes para fazer inferéncias sobre o comportamento do sistema
estudado [7]. Uma das grandes vantagens do MMC é conseguir encontrar solugbes para
certas EDs, sem necessariamente ter que resolvé-las, desde que o sistema possa ser definido
a partir de fungoes de distribuigoes de probabilidade [23].

2.2.2 Histoérico

A fundamentacao teérica do Método de Monte Carlo remonta a 1873, mas seu uso
pratico s6 se consolidou durante o Projeto Manhattan, por volta de 1944, para o estudo
da fissdo nuclear na constru¢do da bomba atomica [24]. Em 1946, durante um periodo
de recuperacao de uma doencga, Stanislaw Ulam se questionou: “What are the chances
that a Canfield solitaire laid out with 52 cards will come out successfully?”*. Tentando
encontrar um método eficiente para responder tal questao, Ulam percebeu que métodos
envolvendo aleatoriedade, juntamente com o poder de processamento dos computadores,
poderiam facilitar a resolugdo de problemas de alta complexidade. [25]

Ainda em 1946, Ulam entrou em contato com John von Neumann, e juntos comegaram
a desenvolver calculos que utilizavam a aleatoriedade para solu¢des numéricas. O método
que desenvolveram ficou conhecido como Método de Monte Carlo, nome sugerido por
Nicholas Metropolis em homenagem a um tio de Ulam, conhecido por frequentar o cassino
de Monte Carlo, em Ménaco [24].

2.2.3 Exemplos

Aproximagao da Area de uma Curva

Um exemplo simples de implementagao do MMC é encontrar a drea de uma curva [26].
Escolhesse um retangulo apropriado, de largura L e altura H, que englobe a curva. Gera-

4Quais sdo as chances de que um jogo de Paciéncia Canfield com 52 cartas seja completado com
sucesso?
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se N pontos aleatoriamente dentro desse retdngulo. Conta-se os d pontos que estao abaixo
da curva, e os f pontos que estao acima da curva, tal que

N=d+ f. (2.14)
Ao dividir (2.14) por N, tem-se:
N da f

onde % e % em (2.15) sdo, respectivamente, a propor¢ao de pontos que estao abaixo
da curva, e a proporcao dos pontos que estao acima. Com isso, e uma vez que todos os
N pontos estao dentro do retangulo L x H, tem-se a area da curva dada por

d
Am S (LH), (2.16)

onde A em (2.16) é a area da curva. Nota-se que quanto maior o nimero de N, mais
apurado torna-se o resultado, fazendo com que (2.17) torne-se
d

A= (LH). (2.17)

Aproximagao de Pi

Indo mais além na relagdo (2.17), é possivel encontrar o valor aproximado de 7, ao,
por exemplo, tomar-se o retangulo como um quadrado de lado 2, e a curva como um
circulo de raio 1, conforme a Figura (2.1).

Figura 2.1: Circulo de raio 1 dentro de um quadrado de lado 2
A area de um circulo é dado por:

A=mr? (2.18)

Substituindo (2.18) em (2.17), isolando 7 e aplicando os valores r =1e L = H = 2,
tem-se:
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d
=4—. 2.1
r =4 (219)

A equacao (2.19) é um exemplo de uma das maneiras de encontrar um valor aproxi-
mado para m por meio do MMC.

2.2.4 Algoritmo para o Modelo SIR
O algoritmo elaborado para a aplicacdo do MMC no modelo SIR foi:

1. Popula-se um espaco com N individuos, em posic¢oes aleatérias, e defini-se o estados
(S, I, R) de cada individuo;

2. Faz-se para cada um dos N individuos:

« (Caso o estado do individuo seja S. Verifica-se se ha um individuo I proximo.

Caso aja, defini-se se o individuo S sera infectado, de acordo com a probabili-
dade (;

e (Caso o individuo seja I. Define-se se o individuo sera recuperado de acordo com
a probabilidade ~;

o Para qualquer individuo. Movimenta-se;

3. Incrementa-se o tempo, e retorna para o passo 2;

Em resumo, os individuos andam aleatoriamente pelo espaco, caso um individuo S
estiver suficientemente préximo de um I, é gerado um niimero aleatério, caso esse nimero
for menor que a chance  de ocorrer a infecgao, o individuo S torna-se I. Em cada interagao
sobre o tempo, é gerado um nimero aleatério para cada individuo I, caso esse nimero for
menor que a chance v de ocorrer a recuperacao, o individuo I torna-se R.

Nota-se que os individuos nao possuem restri¢coes quanto as posigoes que podem ocupar
no espaco, tal simulacao recebe o nome de off-lattice, nesse tipo de simulacao a variagao
da posigao dos individuos se dd de forma continua [27].
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Capitulo 3
Epidemiologia

Este capitulo apresenta uma contextualizagdo da epidemiologia, bem como o modelo
SIR, cobrindo seu histérico, as equagoes que o definem e os principais conceitos mate-
maticos envolvidos, como o ntmero basico de reproducao, Ry, e o nimero efetivo de
reproducao, R;.

3.1 Histodrico

Entende-se por epidemia o fendomeno em que a quantidade de infectados, de uma
populagdo, é maior do que o teoricamente esperado. A epidemiologia é a ciéncia que
estuda a distribuicao e os fatores determinantes para que uma epidemia ocorra.

As origens da epidemiologia datam dos séculos IV e V a.C, com Hipdcrates sendo
a primeira pessoa, até onde se tem registro, que buscou uma explicacao racional para
entender as doencas. No século XVII, John Graunt comecou os estudos estatisticos sobre
a diferenca de mortalidade de diferentes grupos populacionais, de acordo com sexo e local
de residéncia. No século XVIII, Daniel Bernoulli prop6s o primeiro modelo matematico
para entender como doengas infecciosas se espalham.

No século XIX, John Snow, o pai da epidemiologia moderna, realizou estudos baseando-
se na teoria que o surto de célera, que estava acontecendo em Londres, era devido a agua
contaminada, os conceitos, metodologias, e abordagens, desenvolvidos em tais estudos,
sao utilizados até os dias de hoje.

Em 1892, Ronald Ross comecgou a estudar a transmissao da malaria, Ross propos que
deveria existir um valor limiar para densidade de mosquitos infectados, se a densidade
fosse menor que tal limiar, a doenga seria extinta. Com base nisso, Kermack e McKen-
drick propuseram, em 1927, a Teoria Limiar, tal teoria afirmava que, se a densidade
de individuos suscetiveis for menor que um certo valor critico, ndo ocorreria um surto
epidémico.

Wade Hampton Frost, na década de 1920, introduziu o elemento estocastico no estudo
das curvas de epidemias, o que possibilitou uma investigagao de casos mais diversificados.
Frost também contribuiu nos estudos sobre imunidade de rebanho. Apds a Segunda
Guerra Mundial, com o avango da estatistica e dos computadores, a epidemiologia passou
por um intenso desenvolvimento [28].
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3.2 Epidemiologia Matematica

3.2.1 Modelo SIR

Dentre os varios modelos matematicos desenvolvidos para descrever e prever a dina-
mica de epidemias, tais como o modelo SI (Suscetiveis - Infectados), SIS (Suscetiveis -
Infectados - Suscetiveis), SAIR (Suscetiveis - Assintométicos - Infectados - Recuperados),
SEIR ((Suscetiveis - Expostos - Infectados - Recuperados) entre outros, o modelo SIR
(Suscetiveis - Infectados - Recuperados) se destaca por sua simplicidade e eficacia [29].

O modelo SIR foi introduzido em 1927 por William Kermack e Anderson McKendrick
em seu artigo “Contribution to the Mathematical Theory of Epidemics”™ [3]. Tal modelo
propoe um sistema de equagoes diferenciais para descrever a dinamica de uma epidemia,
estabelecendo uma base matematica solida para o estudo de doencas infecciosas.

Kermack e McKendrick sugeriram que a populacao pode ser dividida em trés compar-
timentos distintos: suscetiveis (S), infectados (I) e removidos (R), dai o nome SIR, e que
a interagao entre esses grupos pode ser modelada por meio de equacoes diferenciais.

Assungoes do Modelo

No modelo SIR assume-se que [30]:
o A populacao é dividida em trés compartimentos:

— Suscetiveis (S): Individuos que podem contrair a doenga.

— Infectados (I): Individuos que contrairam a doenga e sdo capazes de transmiti-
la.

— Removidos(R): Individuos que, ou recuperaram-se da doenca, e adquiriram
imunidade, nao podendo mais transmiti-la ou contrai-la novamente, ou morre-
ram devido a doenca 2.

e Os individuos estao uniformemente distribuidas pelo espago. Portanto, as taxas de
encontro nao dependem da localizacao geografica

e A doenca é transmitida de individuos infectados para suscetiveis através de contato
direto. A taxa de transmissao é proporcional ao niimero de contatos entre suscetiveis
e infectados.

o Individuos infectados eventualmente se recuperam da doenca e se tornam imuniza-
dos, ou morrem, passando para o compartimento de removidos.

e O periodo de incubacao é desprezivel, de modo que um suscetivel que contrai a
doencga torna-se imediatamente infectado;

» Considera-se uma comunidade, cujo, o tamanho da populagao (N) é constante, ou
seja, nao sao considerados nascimentos, mudangas, ou mortes nao relacionadas a
doenca. Tal que:

N=S+I1+R (3.1)

!Contribuicdo para Teoria Matematica das Epidemias.
2Neste trabalho serd considerado que todos os individuos removidos foram recuperados
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A equagao (3.1) define o tamanho da populacao.

Equacoes do Modelo

Levando em consideragao o que foi assumido. Pode-se descrever a taxa de variagao de
cada compartimento, onde a variacao dos suscetiveis ¢ dada por:

i
dt N
A equagao (3.2) descreve a variagao do grupo dos suscetiveis. [ é a taxa de transmissao,
que representa a probabilidade de contato entre suscetiveis e infectados que resulta em
transmissao.
Dos infectados por:

(3.2)

dI

1
= = BS— —~I .
= 85~ =1, (33

A equagdo (3.3) descreve a variagao do grupo dos infectados. 7 é a taxa de recuperagao,
que representa a proporcao de infectados que se recuperam por unidade de tempo. ~
também pode ser visto como o inverso da quantidade média de tempo necessario para um
individuo recuperar-se® [29)].

Dos Removidos por:

dR
i I (3.4)

A equagdo (3.4) descreve a variagdo do grupo dos removidos.
E da populagao total:

d[S+1+ R]
dt
A equagao (3.5) descreve a variacao da populacao geral, uma vez que N =S+ 1+ R
e N é constante, sua derivada é 0.
O comportamento dindmico do modelo SIR ¢ descrito pelo sistema de EDOs (3.6):

= 0. (3.5)

= o5k
d = BSL — 41 (3.6)
% =l.

3.3 Numero Basico de Reproducao e Numero Efetivo
de Reproducao

No modelo SIR, assume-se o P.V.1.:

3Ex: ao considerar uma doenca que o infectado demore, em média, 5 dias para recuperar-se, o fator
7 de tal doeca seria y = 1 = 0,2
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G =—0S%

& =885 -1

@ =11 (3.7)
S(0) = S

1(0) = I

R(0) = 0

Em que Sy e Iy em (3.7) sdo respectivamente a quantidade de individuos suscetiveis e
infectados, ambos em ¢t = 0.

Ao analisar (3.2), nota-se que [ é uma constante positiva, e S e I sdo a quantidade
de individuos suscetiveis e infectados, respectivamente, resultando na variacao de S ser
sempre negativa, ou seja:

S < 5. (3.8)
Aplicando (3.8) em (3.3):
dl
= < 1(BS =) (3.9)
t
Se o termo Sy — 7 em (3.9) for positivo, a doenga se espalhara [31], para isso:

So > g (3.10)
em que % em (3.10) é é, em que ¢ ¢ a taxa de contato, a parcela da populagdo que entra
em contato com individuos infectados. Tal termo também pode ser escrito como:

Ry = é, (3.11)

Y

em que Ry em (3.11) é o nimero bésico de reproducao, é dado pela razao entre os novos
individuos infectados pelos recuperados, e indica quantos individuos diferentes um tinico
individuo consegue infectar no instante inicial da epidemia [28]. Se Ry, > 1 a doenga
se espalha, se Ry >> 1, a doenca se espalha rdpido. Se Ry = 1 a doenca se estabiliza,
visto que cada individuo, em média, infecta apenas um outro individuo, ocorrendo um
equilibrio endémico. Se Ry < 1, ndo haverd uma epidemia. [32].
Ao multiplicar-se (3.11) por %, tem-se:
R, = %L
N v
em que R; em (3.12) é o niimero efetivo de reprodugao, e indica a quantidade de individuos
diferentes que um mesmo individuo pode infectar, e diferente de Ry, que indica a taxa
somente no inicio da epidemia, R, consegue indicar a taxa em qualquer tempo, e assim
como em Ry, se R; > 1 a epidemia se alastra, se R; < 1 a epidemia diminui. e se [33].
Nota-se que ao assumir S(t) = Sp, e que inicialmente quase toda a populacao é susce-
tivel a doenca, ou seja, Sy &~ N, a equacao (3.12) volta a ser (3.11) [28].

(3.12)
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3.4 Imunidade de Rebanho

A imunidade de rebanho, também conhecida como imunidade coletiva, é um fenémeno
epidemioldgico que ocorre quando uma proporg¢ao suficientemente alta de uma populagao
se torna imune a uma doenca infecciosa, o que reduz a sua propagacao dentro de uma
comunidade. Essa imunizacao pode ser adquirida de forma natural, apds a recuperagao
de uma infec¢ao, ou por meio da vacinacao.

A imunidade de rebanho tem como principal efeito a protecao indireta de individuos
nao imunizados, uma vez que a circulacao do patégeno ¢ limitada pela alta taxa de imuni-
zagao na populacao, dificultando sua disseminacao. Todavia, a imunidade de rebanho nao
implica que todos os individuos da populagao estarao imunes, mas sim que a transmissao
da doenca sera suficientemente baixa, de modo a proteger as pessoas nao imunizadas.

O percentual necessario para atingir a imunidade de rebanho varia conforme a carac-
teristica do agente patogénico e a sua capacidade de transmissao. Para doencas altamente
contagiosas, como o sarampo, ¢ necessario que aproximadamente 95% da populacao esteja
imune para que se observe um controle efetivo da transmissao. J& para patégenos menos
transmissiveis, a porcentagem de individuos imunizados pode ser menor. Tal porcentagem
pode ser obtida por meio da equagcao:

Q= (1— 100, (3.13)
Ry
em que () em (3.13) é a a porcentagem minima de individuos que precisam adquirir
imunidade ao patogénico para que a doenca pare de espalhar-se.
Vale ressaltar que a eficicia desse fenomeno pode ser comprometida por fatores como
a variabilidade da doenca, que pode sofrer mutagoes e reduzir a eficicia das defesas
imunolodgicas, e a recusa ou o acesso limitado a vacinacao, o que dificulta o alcance dos
niveis de imunizagao necessarios [34].
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo serd mostrados os resultados obtidos. Todos os c6digos desenvolvidos
podem ser encontrados no GitHub [35].

4.1 Comparacao entre os Métodos Deterministicos

A Figura 4.1 apresenta os graficos da solucao aproximada para o modelo SIR, cada
Figura é a solugao por um método diferente. Nestes calculos foram adotados os parameros:
B =0,05,v=0,01, h =0,1, tinicias = 0, tfinar = 1000, n = 1000, Sy = 900 e I, = 100.

Para o método de Runge-Kuta-Fehlberg, Figura 4.1d, adotou-se: h,;, = 0,001,
Ronaz = 0,1, €min = 1078 € e,,00 = 1073,
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Figura 4.1: Nesta sequéncia, cada imagem indica o resultado aproximado da solu¢ao do
modelo SIR, para cada método.
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Todos demoraram em média 0,033 segundos para serem executados. Nota-se que as
quatro aproximagoes possuem diferencas quase imperceptiveis, o que era esperado, visto
a baixa complexidade das EDOs e o uso de um h pequeno.

Calculou-se novamente as aproximagoes para o modelo, porém desta vez usou-se h =
5,0, para RKF adotou-se h,,;, = 0,01 € hyee = 5,0, a Figura 4.2 mostra os resultados
obtidos.
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Figura 4.2: Nesta sequéncia, cada imagem indica o resultado aproximado da solu¢ao do
modelo SIR, para cada método.

Todos demoraram em média 0,011 segundos para serem executados. Nota-se que o
método de Euler, Figura 4.2a, destoa das demais, apresentando um pico de aproximada-
mente 460 infectados simultaneos, enquanto nos demais métodos esse pico é de quase 500
individuos, e ainda, ao somar os individuos dos 3 compartimentos, N = S + I + R, em
4.2a, quando t = 1000, nota-se que N = 922, uma perda de 78 individuos. Tal fenémeno
vai de acordo com o esperado, o método de Euler apresenta erros perceptiveis para passos
grandes.

Por fim realizou-se um ultimo calculo para comparar os métodos. Adotou-se h = 0,1
para o RK1, h = 5,0 para o RK2 e RK4, e h = 0,1, hyim = 0,01 € hyee = 6,0 para
o RK45, o restante dos pardmetros permaneceram os mesmos. A Figura 4.3 mostra os
resultados obtidos.

21



1000 . . . . 1000 : : . .
= - 900 =S -
-1 -1
o r4 L 800 T
g g
3 1 700 .
E 1§ 600 ]
3 13 500 .
<3 3
3 1§ 400 .
§ 1 § 300 1
< 1 < 200 .
E 100 .
%0 200 400 600 800 1000 % 200 400 600 800 1000
t (geragdes) t (geragoes)
(a) Euler (b) Runge-Kutta 2¢ Ordem
1000 : : . . 1000 : : . .
900 =8 900 =5
. 800 r4 L 800 o
¢ g
S 700 1 700 .
2 2
T 600 R T 600 8
500 13 500 .
= =
£ 400 1 400 .
§ 300 1 § 300 1
< 200 1 < 200 .
100 E 100 .
%0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
t (geragdes) t (geragoes)
(¢) Runge-Kutta 4* Ordem (d) Runge-Kutta-Fehlberg

Figura 4.3: Nesta sequéncia, cada imagem indica o resultado aproximado da solu¢ao do
modelo SIR, para cada método.

Nota-se que mesmo o tamanho do passo h sendo diferente em cada método, os resul-
tados obtidos foram praticamente idénticos, porém o que mudou foi o tempo de execugao,
4.3a demorou cerca de 0,034 segundos para ser executado, enquanto os demais demoraram
0,011 segundos. Tal fato vai de acordo com o esperado, o RK1 pode apresentar uma so-
lugao aproximada tao boa quanto os RKs de ordem superiores, se o h for suficientemente
pequeno, o “preco” por essa melhora na aproximacgao ¢ uma demanda de processamento
maior, o que é refletido em um maior tempo de execucao.

Vale ressaltar que, embora a diferenca de tempo de execucgao, para os diferentes ta-
manhos de h, seja quase imperceptivel nessa comparagao, em calculos que exijam mais
processamento, tal diferenca pode vir a ser mais acentuada.

A vantagem do RK45 também pode ser observada. Tal método ndao depende de um
h tao pequeno, devido a ser de ordem elevada, e pode gozar de uma precisao maior,
diminuindo e aumentando o tamanho de h de acordo com a necessidade, e mantendo um
tempo de execugao semelhante ao RK2 e RK4 com h = 5.

Com base nos resultados apresentados nessa se¢do, os graficos das préximas segoes
serao dos resultados pelo RK45.

4.2 Resultados Deterministicos
Em geral, na maioria dos calculos e simulagoes, adotou-se 5 = 0,05 e v = 0,01, tais

valores foram escolhidos por estarem de acordo com a literatura, contudo esses valores
refletem em média os valores observados durante o primeiro surto de HIN1 no Brasil [36].
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4.2.1 Ry>1

A Figura 4.4 apresenta o grafico da solugdo aproximada para o modelo SIR com
B =0,05v=0,01, h = 0,1, tinicias = 0, tfina- = 500, n = 1000, Sy = 900, I, = 100,
Pomin = 0,001, Rpae = 0,1, €pin = 1075 € €00 = 1073,

1000 T T T T
900
800
700
600
500
400
300
200
100

0

Quantidade de individuos

0 100 200 300 400 500
t (geragoes)

Figura 4.4: Solucao do modelo SIR com Ry =5

Ao analisar os 4.4, nota-se que vai de acordo com o esperado, pela equagao (3.11),
ficando:
Ry = B _ 0,05 _
v 0,01
em que Ry > 1 em (4.1), o que resulta em uma epidemia, o que aconteceu, quase todos
os individuos S foram infectados, e depois recuperados, com o a quantidade maxima de
infectados tendo ocorrido em ¢t ~ 100, sendo cerca de 500 individuos, 50% da populagao.

Observa-se também que em ¢ = 300 por volta de 90% da populagdo recuperou-se da
infeccao, adquirindo imunidade.

Fez-se novamente o célculo alterando apenas Iy para 1, o resultado estd na Figura 4.5.

5, (4.1)
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Figura 4.5: Solucao do modelo SIR com Ry =5¢ [p =1

Nota-se que 4.5 possui o mesmo padrao de 4.4, porém deslocado. O pico de 500
individuos ocorreu em t =~ 200, e em ¢ &~ 400 os 90% estavam recuperados. Percebe-se
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que ao diminuir apenas Iy, a epidemia foi apenas “atrasada” em 100 unidades de tempo.

4.2.2 Ry<1

Resolveu-se o modelo novamente, porém desta vez usando § = 0,01 e v = 0,05. O
restante das varidveis nao foram alteradas.
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Figura 4.6: Solu¢ao do modelo SIR com Ry = 0,2

Analisando 4.6, nota-se que nao houve uma epidemia. A quantidade de infectados
simultaneos decaiu até cerca de 0, uma pequena parcela dos suscetiveis também decaiu,
até aproximadamente 880, a quantidade de recuperados subiu de 0 até em torno de 120,
o que era esperado, os 100 individuos inicialmente infectados mais os 20 suscetiveis que se
infectaram. Importante notar que ndo houve uma epidemia, mesmo alguns dos individuos
S terem se tornado I, os [ se recuperaram mais rapido que conseguiram transmitir a
doenga.

O que ocorreu foi de acordo com o esperado, pois
R g 0,01

T 4T 0,05

em que Ry < 1 em (4.2), o que ndo resulta em uma epidemia.

0,2, (4.2)

423 Ry=1

Resolveu-se o modelo novamente, porém desta vez usando § = 0,05 e v = 0,05. O
restante das variaveis nao foram alteradas.

Analisando 4.7, nota-se que nao houve uma epidemia, embora uma grande quantidade
de suscetiveis tenham sido infectados. A quantidade de infectados simultdneos decaiu
até cerca de 0, aproximadamente um terco dos S, por volta de 300, foram infectados,
a quantidade de recuperados subiu de 0 até em torno de 400, o que era esperado, os
100 individuos inicialmente infectados mais os quase 300 suscetiveis que se infectaram.
Importante notar que nao houve uma epidemia, mesmo um tergo dos individuos S terem
se tornado I, os I se recuperaram mais rapido que conseguiram transmitir a doenca para
a toda a populagao.

O que ocorreu foi de acordo com o esperado, pois
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Figura 4.7: Solucao do modelo SIR com Ry =1
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em que Ry =1 em (4.3), o que ndo resulta em uma epidemia.

1, (4.3)

4.2.4 Imunidade de Rebanho

Para resolver as EDOs em um cenario onde exista uma imunidade de rebanho, primeiro
assume-se valores de [ e v, tais que Ry > 1. Utilizou-se § = 0,05 e v = 0,01, que resultam
em um Ry = 5. Aplicando esse Ry na equagao (3.13):

Q=(- 2)100 = 80%. (4.4)

A equacdo (4.4) indica que se 80% de N possuir imunidade a doenga, nao havera
epidemia.

A Figura 4.8 apresenta o grafico considerando que 80% da populacao possui imunidade.
Adotou-se Sy = 50, Iy = 50 e R(t = 0) = 400.
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Figura 4.8: Solu¢ao do modelo SIR com Ry =5 e 80% da populagdo imunizada
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Nota-se que, apesar de cerca de metade dos S tenham contraido a doenca e Ry > 1,
nao houve um surto epidémico. Ao final restou apenas 1 individuo infectado, e aproxima-
damente 25 suscetiveis, mesmo esses ndo adquirindo a imunidade, a doenca foi extinta.

4.3 Resultados Estocasticos

4.3.1 Ry>1

A Figura 4.9 mostra a solugao estocastica do modelo SIR para Ry = 5. Os parametros
usados foram: 5 = 0,05, v = 0,01, raio de contagio R = 0,02, N = 1000, Sy = 900 e
Iy = 100.
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Figura 4.9: Solucao estocastica do modelo SIR com Ry = 5, seed=1733548944

Nota-se que as linhas do grafico na Figura 4.9 sao perceptivelmente menos suaves
que as das solucgoes deterministicas, o que era esperado, visto o fator da aleatoriedade
que ¢é intrinseco do MMC. Nota-se o pico de maior quantidade de individuos infectados
simultaneamente, em aproximadamente ¢ = 75, um pouco mais “cedo” que a solugao
deterministica, tal pico sendo de quase 600 individuos, cerca de 100 a mais que na solucao
deterministica, tais diferencas também se dao pela natureza aleatéria do MMC, e sua
dependéncia espacial, que serda abordada mais para frente. Os 90% da populacdo estar
recuperada em t =~ 300 se manteve.

A Figura 4.10 demonstra a distribui¢cdo dos individuos em um espago 1 x 1. Cada
ponto representa um individuo, sendo que: S = azuis, I = vermelhos, e R = verdes.
Cada imagem representa um tempo diferente, o qual é indicado na legenda.

As imagens da Figura 4.10 vao de acordo com o grafico 4.9. Em 4.10a 90% dos
individuos sao S e os outros 10% sao I. Em 4.10b cerca de 60% dos individuos estao
infectados. Em 4.10c aproximadamente 90% da populacao estd recuperada. E Em 4.10d
quase 100% da populagao esté recuperada.
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(c)r t = 300 | (d)t = 499

Figura 4.10: Nesta sequéncia, cada imagem indica a posi¢ao de cada individuo em tempos
diferentes

Tanto o grafico da Figura 4.9, quanto os demais, apresentam o parametro seed' em
suas legendas. Tal parametro indica a seed que gerou os numeros aleatorios utilizados
em cada simulacao. Diferentes seeds geram diferentes graficos, porém todos tendem a
apresentar a mesma tendéncia, quando os demais parametros sao inalterados.
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Figura 4.11: Solugdo estocastica do modelo SIR com Ry = 5, seed=1737467578

A simulagao que gerou o grafico da Figura 4.11 possui os mesmos parametros que o da
Figura 4.9, exceto pela seed. Nota-se que apesar de nao serem exatamente iguais, ambos
apresentam a mesma tendéncia.

IA traducdo livre para o portugés ¢ "semente", porém adotou-se o termo em inglés por ser o conven-
cionalmente usado.
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4.3.2 Ry<1

A Figura 4.12 mostra a solucao estocastica do modelo SIR para Ry = 0,2. Os pardme-
tros usados foram mesmos da simulagdo anterior, exceto que nesta: § = 0,01, v = 0, 05.
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Figura 4.12: Solugao estocastica do modelo SIR com Ry = 0,2, seed=1733552184

Nota-se que nesse caso houveram mais individuos que contrairam a doenca ~ 80,
comparado aos ~ 20 da solugdo deterministica. Mas em um geral, ambas as solucoes
apresentaram o mesmo comportamento: uma pequena parcela da populagao S contraindo
a doenca, mas nao o suficiente para ser uma epidemia.

A Figura 4.13 demonstra a distribui¢cao dos individuos em um espago 1 x 1. Cada
ponto representa um individuo, sendo que: S = azuis, I = vermelhos, e R = verdes.
Cada imagem representa um tempo diferente, o qual é indicado na legenda.

(c) t = 144 (d) t = 499
Figura 4.13: Nesta sequéncia, cada imagem indica a posi¢ao de cada individuo em tempos
diferentes
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As imagens da Figura 4.13 vao de acordo com o grafico 4.12. Em 4.13a 90% dos
individuos sao S e os outros 10% sao I. Em 4.13b a quantidade de individuos infectados
¢ igual a de recuperados, por volta de 60 individuos cada. Em 4.13c todos os individuos
infectados foram recuperados. E Em 4.13d 100% da populagao esté recuperada.

433 Ry=1

A Figura 4.14 mostra a solugao estocastica do modelo SIR para Ry = 1. Os pardmetros
usados foram mesmos da simulagao anterior exceto que nesta: g = 0,05, v = 0, 05.
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Figura 4.14: Solugao estocastica do modelo SIR com Ry = 1, seed=1733555424

Nessa simulacao, a diferenca entre a solugdo deterministica e estocastica foi elevada.
Ao contrario da deterministica que a quantidade de infectados decai, nessa houve um
aumento, com um pico de 211 individuos em ¢t = 19. O que pode ser caracterizado como
uma epidemia, mesmo com Ry = 1. O fendmeno observado ocorre devido a dependéncia
a fator espacial que o MMC possui.

Para um novo individuo ser infectado, calcula-se a probabilidade dele contrair a doenga
caso esteja préoximo de um individuo infectado, essa proximidade é definida por uma
distancia R escolhida no inicio da simulacdo. O quao préximo um individuo S tem que
estar de um [ para contrair a doenca é um dos fatores que compoe [, dependendo da
escolha do valor de R,  acaba sendo alterado, isso pode nao impactar muito para certos
resultados com Ry < 1 e Ry > 1, mas para Ry = 1, em que [ tem que ser igual a v, acaba
causando uma distor¢ao consideravel.

Visto isso alterou-se R para 0,015, valor que apresentou maior compatibilidade com
o caso deterministico. A Figura 4.15 apresenta os resultados obtidos.

Embora a curva de I apresente um pequeno crescimento no inicio, isso se deve a uma
oscilagao decorrente do comportamento aleatorio do MMC. Essa solucao, em um geral,
segue o padrao da deterministica.

A Figura 4.16 demonstra a distribuicdo dos individuos em um espago 1 x 1. Cada
ponto representa um individuo, sendo que: S = azuis, I = vermelhos, e R = verdes.
Cada imagem representa um tempo diferente, o qual é indicado na legenda.
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Figura 4.15: Solugao estocastica do modelo SIR com Ry = 1, seed=1733557251
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Figura 4.16: Nesta sequéncia, cada imagem indica a posicao de cada individuo em tempos
diferentes

As imagens da Figura 4.16 vao de acordo com o grafico 4.15. Em 4.16a 90% dos indi-
viduos sao S e os outros 10% sao I. Em 4.16b a quantidade de individuos suscetiveis para
de decair, estabilizando-se em 617 individuos. Em 4.16¢ todos os individuos infectados
foram recuperados. E Em 4.13d 100% da populagao esté recuperada.

4.3.4 Imunidade de Rebanho

A Figura 4.17 mostra a solugao estocéstica do modelo SIR para Ry = 5 e considerando
uma populacido com 80% de individuos imunes a doenca. Os pardmetros usados foram
mesmos da simulagdo anterior exceto que nesta: S = 0,05, v = 0,01, R~y = 800,
So = Iy = 100.
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Figura 4.17: Solugao estocéstica do modelo SIR com Ry = 5, seed=1733558687

Assim como na solugdo estocastica, por mais que Ry > 1, e que quase 50% dos
suscetiveis se infectaram, ndo houve uma epidemia, a imunidade de rebanho impediu que
a doenca se alastrasse desenfreadamente.

A Figura 4.18 mostra a distribui¢ao dos individuos em um espago 1 x 1. Cada ponto
representa um individuo, sendo que: S = azuis, I = vermelhos, e R = verdes. Cada
imagem representa um tempo diferente, o qual é indicado na legenda.

(a)‘t:O | (b) t = 259

(c) t = 499

Figura 4.18: Nesta sequéncia, cada imagem indica a posi¢ao de cada individuo em tempos
diferentes

As imagens da Figura 4.18 vao de acordo com o grafico 4.17. Em 4.18a 80% dos indi-
viduos sdo R e os outros 20% sao igualmente S e I. Em 4.18b a quantidade de individuos
suscetiveis esta estabilizando-se em 58 individuos, enquanto I decai e R cresce. E em
4.18c restam apenas 2 individuos infectados, e a quantidade de suscetiveis estabilizou-se
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em H4.

4.4 Comparacao entre Solucoes Deterministicas e Es-
tocasticas

Dado o carater aleatério da simulacao de Monte Carlo, em casos extremos, como a
populacao total sendo pequena, 10 individuos por exemplo, a tendéncia do grafico pode se
alterar. Os graficos das Figuras 4.19 e 4.20 demonstram isso. Adotou-se N = 10, Sp =9
e Iy = 1, os demais pardmetros nao foram alterados.
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Figura 4.19: Solugao estocéastica do modelo SIR com Ry =5, N = 10, seed=1737468065
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Figura 4.20: Solugao estocéastica do modelo SIR com Ry =5, N = 10, seed=1737468343

Ambas as simulagoes utilizaram os mesmos parametros, com exce¢ao da seed. Observa-
se, no entanto, que os graficos gerados nao apresentam a mesma tendéncia entre si, tam-
pouco a tendéncia exibida no grafico da Figura 4.9, no qual, além da seed, o nimero
total de individuos também foi diferente. No caso 4.19, o tnico individuo infectado nao
recuperou-se, nem infectou outros individuos durante a simulagao. No caso 4.20, o indi-
viduo infectado recuperou-se durante a simulacao, porém nao conseguiu infectar nenhum
outro. Em ambos os casos adotou-se Ry > 1, o que, em teoria, deveria causar uma
epidemia. Contudo isso nao ocorreu, devido a populacao ser suficientemente pequena.
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Figura 4.21: Solucao do modelo SIR com Ry =0, 2

O grafico da Figura 4.21 corresponde a solucao deterministica para uma populacao de
10 individuos, com os demais parametros sendo os mesmos utilizados na solugao estocas-
tica. Nota-se que a tendéncia desse grafico foi a mesma do 4.4, mesmo com a populacao
sendo menor, o que evidencia a diferenca de tais métodos para casos mais extremos.

Para fins de comparagdao com os métodos de Runge-Kutta, o tempo de execucao do
MMC varia muito. As simulacdes com N = 10 o tempo de execucio foi na ordem de 10~}
segundos, com N = 1000 o tempo foi na ordem de segundos, e com N = 100000 o tempo
foi na ordem de minutos.

E importante destacar que a solucdo obtida pelo método de Runge-Kutta foi compa-
rada aquela do método de Monte Carlo off-lattice devido ao uso de ambos neste traba-
lho. No entanto, tal comparacao apresenta limitagoes, pois o fator espacial intrinseco ao
off-lattice torna os métodos essencialmente distintos. Para que a comparagao seja mais
equilibrada, seria necessario incorporar um fator espacial ao método de Runge-Kutta ou
remover esse aspecto do Monte Carlo. Ainda que a comparagao nao seja completamente
justa, ela permite observar e analisar as diferencas entre os dois métodos.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, foi demonstrada a versatilidade das equacoes diferenciais, capazes de
descrever os mais diversos sistemas. Tais equacoes podem, ou nao, ter solugoes analiti-
cas, mas todas podem ser resolvidas numericamente, seja de forma deterministica, seja
estocastica.

O foco deste estudo foi encontrar as solugdes numéricas das equacoes diferenciais do
modelo SIR, tanto deterministicamente, utilizando os métodos de Euler, Runge-Kutta de
2% ordem, Runge-Kutta de 4% ordem e Runge-Kutta-Fehlberg, quanto estocasticamente,
pelo método de Monte Carlo off-lattice.

Os resultados obtidos, tanto estocéasticos quanto deterministicos, corroboraram com
a teoria: ocorreram epidemias quando Ry > 1, equilibrio endémico quando Ry = 1 e
eliminacao da doenga quando Ry < 1. Nos cenarios envolvendo imunidade de rebanho, os
calculos e as simula¢oes também confirmaram a teoria, com a doenca nao se alastrando e
sendo eliminada quando uma fracao Q% da populacao era imunizada.

Observou-se também a diferenca entre a solugdo deterministica e estocastica, para
o caso de uma populacdo pequena, em que a solucao estocastica apresentou resultados
menos consistentes, porém tal inconsisténcia é um ponto positivo, pois ao se tratar de um
caso extremo como esse, diferentes desfechos podem ocorrer em cenérios reais, o que foi
contemplado nas simulagoes estocasticas, porém nao na deterministica. Ressalta-se que
essas limitagoes nas solugoes deterministicas podem ser mitigadas mediante adaptacoes
apropriadas nas equagoes.

Além disso, foi possivel identificar as diferencas, vantagens e desvantagens de cada
método deterministico. Os métodos de ordem mais elevada apresentaram maior precisao,
mas a custa de maior demanda computacional. No entanto, constatou-se que essa maior
demanda pdde ser mitigada pelo aumento do tamanho do passo h, que, nos métodos de
ordem mais elevada, impacta menos a precisao em comparagao com os de menor ordem,
reduzindo consideravelmente o tempo de processamento.

No caso estocastico, especialmente para Ry = 1, foi observada a dependéncia do
parametro [ em relacao a distancia minima entre um individuo infectado e um suscetivel
para que nao ocorra infeccao. Essa dependéncia resultou na ocorréncia de uma epidemia
mesmo quando Ry era, teoricamente, igual a 1.

Entre as possiveis perspectivas para trabalhos futuros estao: a resolu¢ao de modelos
mais complexos, como o SAIR ou SEIR, e, no caso especifico do modelo estocastico,
a consideracao de diferentes comportamentos populacionais, como o distanciamento de
infectados, a simulagao de diferentes grupos, entre outros.
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